Préparation bac : orthogonalité dans I’espace Thiaude P

Ex 01 Antilles-Guyane Juin 2018 durée ~ 1h10 min

Un artiste souhaite réaliser une sculpture composée d’un tétraédre posé sur un
cube de 6 métres d’aréte.

Ces deux solides sont représentés par le cube ABCDEFGH et par le tétraédre
SELM ci-dessous :
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On munit I'espace du repére orthonormé (4; A_f, A_j ﬁ) tel que:
1€ [AB], J € [AD],K € [AE] et Al = A] = AK = 1, l'unité graphique
représentant 1 meétre.
Les points L, M et S sont définis de la fagon suivante :
— 2 —
¢ | est le point tel que FL = EFE
¢ M est le point d’intersection du plan (BDL) et de la droite (EH)
e S est le point d’intersection des droites (BL) et (AK).

1. Démontrer, sans calcul de coordonnées, que les droites (LM) et (BD) sont
paralléles.

2. Démontrer que les coordonnées du point L sont (2; 0; 6).

3. a.Donner une représentation paramétrique de la droite (BL).
b. Vérifier que les coordonnées du point S sont (0; 0; 9).

4. Soit 7 le vecteur de coordonnées (3 ; 3 ; 2).
a. Vérifier que 7 est normal au plan (BDL).
b. Démontrer qu’une équation cartésienne du plan (BDL) est:
3x+3y+2z—-18=0
c. On admet que la droite (EH) a pour représentation paramétrique :

x=0
y=s (s€R)
Z=6

Calculer les coordonnées du point M.

5. Calculer le volume du tétraédre SELM.
On rappelle que le volume V d’un tétraédre est donné par la formule :

1
V= 5 X Aire de la base X Hauteur

6. L’artiste souhaite que la mesure de I’angle SLE soit comprise entre 55°
et 60°. Cette contrainte d’angle est-elle respectée ?

Corrigé
cube de 6 metres d’aréte

Repeére orthonormé (4; Al, 4], AK), unité graphique : 1 métre
— 2
e L est le point tel que FL = 5 FE

e M est le point d’intersection du plan (BDL) et de la droite (EH)
e S est le point d’intersection des droites (BL) et (AK).

1. Démontrer, sans calcul de coordonnées, que les droites (LM) et (BD) sont
paralléles.
Rappel du théoreme des deux plans paralléles
« Si deux plans paralléles sont coupés par un troisiéme, alors les droites
d’intersection sont paralléles. »
Les deux plans (ABD) et (EFH) sont paralléles et ils sont coupés par le plan
(BDS) donc les droites d’intersection de (BDS) avec (ABD) et de (BDS)
avec (EFH) sont paralléles.
Or, ces droites sont respectivement (BD) et (LM) donc (BD) / (LM)
ou encore (LM) / (BD).
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2. Démontrer que les coordonnées du point Lsont (2; 0; 6). N
e 2 . . 2 . B(6;0;0) € (BL) et BL| 0 |estun vecteur directeur de (BL) donc une
AL=AB+BF+FL=6AI+6AK+§FE=6AI+6AK+§(—6AI) 6
— e — — e — —_— —_— 5 t t ,t i d BL t:
= 64l + 64K — 441 = 241 + 6AK = 241 + 04] + 64K représentation parametrique de (BL) es
Ona: AL = 24] + OA_j + 64K autrement dit L(Z ;05 6) dans le repere {y =0+0t (t ER)
(4; 41, 4], 4K). z=0+6t
. xX=6-—4t
Autre méthode 5 5 Finalement: (BL) : {y = 0 (teR)
ZT:ZE+EF'+FL'=ZE+EF+§FE=ZE+EF—§EF z = 6t

b. Vérifier que les coordonnées du point S sont (0; 0; 9).

= AE + 5 EF = 64K + (6Al) = 64K + 241 = 241 + 04] + 64K S € (BL) doncil existe t € R tel que :

etc. Xg = 6 — 4t
ys =0
3. Rappel de la figure zs = 6t 3
s Or,SE(AK)donch=y5=O,d'oU6—4t=0,i.e.:t=E.
! Onalors:
! 3 18
/i_E__ M H Z5=6<§)=7=9
L Y On a donc bien : §(0;0;9).
o \
1 1
Pl 1 ! (EN 4. Soit 7 le vecteur de coordonnées (3 ; 3 ; 2).
/ ! N a. Vérifier que 7 est normal au plan (BDL).
A \ __[0—6\ __ /-6
/ e i N Ona:B(6;0;0) et D(0;6;0)doncBD|6—0 |i.e.BD| 6 |.
A 0-0
{f///”’,’ 3 N _6
e c Ona:n(3|etBD| 6 |
2 0

a. Donner une représentation paramétrique de la droite (BL).
OnaB(6;0;0)etL(2; 0; 6),0r:

X, — XB
ﬁ()’L—YB)
ZL = Zp 3 —4
De méme, 71 (3) et ﬁ( 0 ) donc:
. 2—6 2 6
. (0 - 0) 7-BL = (3)(—4) + 3)(0) + (2)(6) = =12+ 0+ 12 = 0

6 - 0 5 N —_—
—4 On constate quen - BL = 0 doncn 1 BL.
BL ( 0 ) 7 # 0 est orthogonal a deux vecteurs directeurs BD et BL du plan (BDL)
6

donc 7 est un vecteur normal au plan (BDL).
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En utilisant I'expression du produit scalaire dans un repére orthonormé, on
obtient :

7-BD = (3)(—=6)+ (3)(6) + (2)(0) = —18 +18+0=0
On constate que 7i - BD = 0 donc 7t L BD.

donc:



Autre rédaction
7 # 0 est orthogonal aux vecteurs de la base (Eﬁ, EZ) du plan (BDL) donc
7 est un vecteur normal a ce plan.

b. Démontrer qu’une équation cartésienne du plan (BDL) est:
3x+3y+2z—-18=0

3
n (3) est un vecteur normal a (BDL) donc une équation cartésienne de ce

2
plans’écrit:3x +3y + 2z+d = 0.

6
or B (o) € (BDL) doncd = —3(6) — 3(0) — 2(0) = —18.

0
Une équation cartésienne de (BDL) est bien: 3x + 3y + 2z + (—-18) =0

c'est-a-dire: 3x+3y+2z—-18=0.

c. On admet que la droite (EH) a pour représentation paramétrique :

x=0
y=s (s€R)
Z=6

Calculer les coordonnées du point M.

M est le point d’intersection du plan (BDL) et de la droite (EH), il s’agit
donc de résoudre le systéeme :

x=0 x=0
y=s y=s
zZ=6 < z=6

3x+3y+2z—-18=0 30)+3(s)+2(6)—18=0
x=0 x=0 x=0
y=s y=s y=2
z=6(:) z=6(:) z=6

3s—6=0 s=2 s=6

donc M(0;2;6).

5. Calculer le volume du tétraédre SELM.

On rappelle que le volume V d’un tétraédre est donné par la formule :

1
V= 5 X Aire de la base X Hauteur

La base du tétraédre SELM est le triangle ELM rectangle en E, donc d’aire :

ELXEM 2X2

Aprry = -
ELM 2 2

La hauteur de ce tétraédre, en prenant pour base le triangle ELM, est
SE=9—-6=3.

1
Onadonc:VSELM=§><2><3=2.

Le tétraédre a pour volume 2 m?3.

6. L’artiste souhaite que la mesure de I’angle SLE soit comprise entre 55°

et 60°. Cette contrainte d’angle est-elle respectée ?

le triangle SLE est rectangle en E donc :

t STE—ES—
an —EL—

A I'aide de la calculatrice : la mesure de SLE est environ 56,3° donc la
contrainte de I'artiste est respectée.

N W
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Ex 02* Amérique du Nord Mai 2018 (extrait, d’apres) durée =~ 1h
On munit I'espace muni d’un repére orthonormé dont I'origine est le point 4,
on considére les points B(10; —8; 2), C(—1; —8; 5) et D(14; 4; 8).

1. a. Déterminer un systéeme d’équations paramétriques de (AB) et de (CD).

b. Vérifier que les droites (AB) et (CD) ne sont pas coplanaires.

2. On considere le point I de la droite (AB) d’abscisse 5 et le point J de la
droite (CD) d’abscisse 4.
a. Déterminer les coordonnées des points I et J, en déduire la distance I].
b. Démontrer que la droite (I]) est perpendiculaire aux droites (AB) et
(CD). La droite (I]) est appelée perpendiculaire commune aux droites
(AB) et (CD).

Corrigé
Repére orthonormé d’origine 4,
A(0;0;0),B(10; —8; 2),C(—1; —8; 5)et D(14; 4; 8)

1. a. Déterminer un systéme d’équations paramétriques de (AB) et de (CD).

Xp — Xy
AB ()’B - }’A>

Zp — Zy

__/10-0\ __ /10
AB|-8-0|< AB| -8
2-0 2

10

A(O ;0; 0) € (AB) et AB (—8) est un vecteur directeur de (AB) donc :

2
x =0+ 10k

(AB):{y=0—8k (k eR)
z=0+2k
autrement dit :
x =10k
(AB) : {y = -8k (keR)
z =2k

14 +1 _. {15
De méme C_lj( 4+ 8 ) , C’est-a-dire : CD (12), puis :
8—-5 3
x=-1+15t
(CD) : {y =-8+12t (tER)
z=5+3t

2.

b. Vérifier que les droites (AB) et (CD) ne sont pas coplanaires.
Cherchons les coordonnées d’un éventuel point commun entre (AB) et
(cD).

10k = —1 + 15¢
Question : existe-t-il (k,t) € R*tel que:{—8k = —8 + 12t ?
2k =5+ 3t

On a les équivalences :
10k = —1 4+ 15¢ 5% 2k =-1+415¢
—8k=-8+12t -4 x2k=-8+12t

2k =5+ 3¢ 2k =5+ 3¢
{ 5x (5+3t) = —1 + 15¢ { 25 + 15t = —1 + 15¢
(=4

—4 % (5+3t)=—-8+12t ©{-20 — 12t = -8 + 12t

2k =5+ 3t 2k =5+ 3t
25 =-1 FAUX
@{ L,
Ly

Le systéme est impossible donc les droites (AB) et (CD) n’ont aucun point
en commun donc (AB) et (CD) sont soit strictement paralléles, soit non

10 15

coplanaires, or AB (—8) et CD (12) ne sont pas colinéaires donc (AB) et
2 3

(CD) ne sont pas paralleles par conséquent (AB) et (CD) ne sont pas

coplanaires.

I € (AB), I d’abscisse 5 et ] € (CD), ] d’abscisse 4
a. Déterminer les coordonnées des points I et J, en déduire la distance I].

¢ coordonnées de I
En utilisant le systeme d’équations paramétriques de (AB) avec x = 5,
on obtient :

donc: I(5; —4;1).

¢ coordonnées de J
En utilisant le systeme d’équations paramétriques de (CD) avec x = 4,
on obtient :
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3 {tz_é} (AB)

donc: J(4;—4;6).

e distance I]
La formule de la distance dans un repére orthonormé s’écrit :

y= Gy -x0)+ 0y -9) + (- 1)’
Or, I(5; —4;1) et J(4; —4; 6) donc :
I = J(4 —5)?2 +(—4—(—4))* +(6—1)

IJ = (=12 + 0% + 52
1 =26

J (CD)

. Démontrer que (I]) est perpendiculaire aux droites (AB) et (CD).

4-5 -1
1(5; —4;1) et J(4; —4; 6) donc I_j (—4 + 4), ie. I7< 0 )
6—-1 5
_ (10 _ (15
Rappelons que AB| —8 |etCD | 12 |.
2 3
En utilisant I'expression du produit scalaire dans un repéere orthonormé on
obtient :
IJ - 4B = (-1)(10) + (0)(-8) + (5)(2) =10+ 0+ 10 =10
Ona:1IJ -AB = 0doncIj L AB autrement dit: (IJ) L (AB).

De méme :

Ij- €D = (-1)(15) + (0)(12) + (5)(3) = =15+ 0+ 15 =0
Ona:1J - CD = 0donclj L CD autrementdit: (IJ) L (CD).
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Ex 03** d’apreés Pondichéry Mai 2018 durée ~ 1h20min

Dans I'espace muni du repére orthonormé (0;1,j, E) d’unité 1 cm,
on considére A(2; 1; 4),B(4; —1; 0),C(0; 3; 2)et D(4; 3; —2).

1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (CD).

2. Déterminer les coordonnées du point H € (CD) ou H est le projeté
orthogonal de B sur (CD) puis montrer que I'aire du triangle BCD est égale
a12 cm?.

3. Etude d’une intersection

2
a. Démontrer que 1 (1) est un vecteur normal au plan (BCD).

2
b. Déterminer une équation cartésienne du plan (BCD).

c. Déterminer une représentation paramétrique de la droite A passant
par A et orthogonale au plan (BCD).
2 1 8
d. Démontrer que I (5, E; E) est le point d’intersection de la droite A

et du plan (BCD).

4. Calculer le volume du tétraédre ABCD.

Corrigé
Repére orthonormé (0; 1,7, k) d’unité 1 cm
A(2; 1;4),B(4; —-1;0),C(0; 3; 2)etD(4; 3; —2)

1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (CD).

. Xp — X¢ _.(4-0 (4
Ona:CD|Yp —Yc|donc:CD| 3 —3 |, cest-a-dire:CD| 0 |.

Zp — Zc —-2-2 —4

4
€(0;3;2)e(CD)etCD| 0 ]estunvecteur directeur de (CD) donc:

—4
x =0+ 4k
(CD):{y=3+0k (k eR)
z=2—4k
x =4k
Une représentation paramétrique de (CD) est : {y =3 (k € R).
z=2-4k

2.

¢ coordonnées du point H projeté orthogonal de B sur (CD)
Par définition du projeté orthogonal sur une droite, on a:

H € (CD)etBH L CD, c’est-a-dire H € (CD) et BH - CD = 0.

xy = 4k
H(xy; Yu; zy) € (CD) doncil existe k € Rtel que: yyg = 3
zy =2 —4k
_ [ Ak—4 _ (44
Or,B(4;—1;0)doncBH< 3+1 )@BH( 4 )
2—4k

2—-4k -0
4

D’autre part on a vu que : co| o ).
-4
En utilisant BH - CD = 0 et I'écriture du produit scalaire dans un repére
orthonormé, on obtient :
(4k —4)4)+DO)+2—-4k)(-4) =0

24 3
(:>16k—16+0—8+16k=0(:>32k—24=0(:>k=—(:>k=z

32
Onadonc:
|XH=4XZ x]-[—3
Yu =3 ®{YH_3
|z, =2—ax> ‘=71
tZH_ 4

Finalement: H(3; 3; —1).
¢ aire du triangle BCD
(BH) L (CD) etH € (CD) donc
1
CABCD =§XCD XBH
Or,
CD =||CD|| =42 + 02+ (-4)2 =V16 + 0 + 16 = V16 x 2 = 4V2
BH = \/(xy — xp)? + (y — ¥)? + (zy — 2)?
=JB-42+B+1D2+(-1-02=V1+16+1="18

=V9x2=3V2
donc:

1 2
ABCD=§><4\/§><3\/§=2><3><(\/§) =6x2=12

Le triangle BCD a bien pour aire 12 cm?.
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3.

Etude d’une intersection
2
a. Démontrer que 1 (1) est un vecteur normal au plan (BCD).

2
(4 _[(4-0 (4
OnavuqueCD| 0 |etona:CB|{—-1-3 | CB|—-4|.

—4 0-2 -2

x=2+2t
©jy=1+t (teR)
zZ=4+42t

d. Démontrer que le point I, intersection de la droite A et du plan (BCD) a

x=2+2t
y=1+1t (t €R)
z=4+4+72t
., (218
pour coordonnées (— e —).
3’3’3

Il s’agit de vérifierquel € Aet] € P.

A-CD=02)4)+1)0)+2(-4)=84+0-8=0
7i-CD = 0doncii LCD

A-CB=Q)A+ M=) +2)(-2)=8-4—-4=0
7-CB=0donc7 L CB

7 est orthogonal aux deux vecteur de la base (C_D), C_B)) du plan (BCD)
donc:m L (BCD).

. Déterminer une équation cartésienne du plan (BCD).

2
ﬁ(l) est un vecteur normal au plan (BCD) et B(4; —1; 0) € (BCD)

2
donc une équation du plan (BCD) s’écrit: 2x +y+2z+d =0

avecd = —2xg + lyg + 225 = —2(4) —1(-1) = 2(0) = -8+ 1=-7
Une équation du plan (BCD)est:2x+y+2z—7 = 0.

Autre méthode
M(x;y,z) € (BCD) ©BM Li< BM -7 =0

x—4 2
Or:BM (y + 1) etn (1) donc en utilisant I’expression du produit scalaire
z 2
dans un repére orthonormé on obtient :
-2+ + DD+ @D2)=022x—-8+y+1+2z=0
S2x+y+2z—-7=0

. Déterminer une représentation paramétrique de la droite A passant par

A et orthogonale au plan (BCD).
A 1 (BCD) donc tout vecteur normal au plan (BCD) est un vecteur
2
directeur de A, en particulier 71 (1), etcommedeplus A(2; 1; 4) € A

2
on en déduit qu’une représentation paramétrique de A est :

e Montronsquel € A

x1=2+2t
Question : existe-t-ilt € Rtelquey y, =1+t ?
) ZI=421+%t
( (
=—2 i 2
(2_, _3 _3"3 (,_
==2+2t t=>— t=>— t=—=
[3 2 2 | 3
{1—1+t (:Ht—l 1(:><t—1 Sﬁ{t— 2(:>t— E
3 3 3 3 -3 3
|8—4+2t 34 3-22 lt— 2
\3= =3 t=323 \t=-3
x1=2+2t 2
Il existet € Rtelque{y, =14 1t asavoirt = —Edoncl € A.
zI =4 +2t

e Montrons que I € P
Une équationde Pest2x + y+2z—7 =0.0r,ona:

2x;+y;+ 2 7=2 2+1+2 8 7 4+1+16 21

—_ = X — — X = — = — — —_—— =
Xy L 373 3 3737373
On constate que 2x; + y; + 2z, —7 =0doncl € P

¢ Conclusion :
On a montré que A L P donc A et P sont sécant (c’est une implication, non
une équivalence) par conséquent ils ont un et un seul point en commun.
Or,1 € Aet] € P donc I est le point d’intersection de A et P.

4. Calculer le volume du tétraédre ABCD.

1
Le volume du tétraédre ABCD est: Vygcp = 3 X Apcp X Al
Or on a montré a la question 2. que Agcp = 12 cm?etona:
Al =G =x)2+ 0 —y)2 + (z — 22 = - (N.R) = 2

1
VABCD:§X12X2:8 Cm3
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Ex 04 Sujet 0 Janvier 2024 Exercice 4 =~ 30h

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples. Pour chaque question, une
seule des quatre propositions est exacte. Indiquer sur la copie le numéro de la
question et la lettre de la proposition choisie.

Aucune justification n’est demandée.

Pour chaque question, une réponse exacte rapporte un point.

Une réponse fausse, une réponse multiple ou I'absence de réponse ne rapporte ni
n’enléve de point. Les questions sont indépendantes.

On considere le prisme droit ABFEDCGH tel que AB = AD. Sa base ABFE est un
trapeze rectangle en 4, vérifiant BF = %E

On note I le milieu du segment [EF]. On note ] le milieu du segment [AE].

On associe a ce prisme le repére orthonormé (4;7,7, k) tel que 7 = AB,] = AD et
k=A4].

-

1. Ondonne les coordonnées de quatre vecteurs dans la base (7,7, k).
Lequel est un vecteur normal au plan (ABG) ?

1 -1 0 0
a.n|1 b.n| 1 cnl|—1 d.7{0
1 1 1 1

2. Parmiles droites suivantes, laquelle est parallele a la droite (I]) ?
a.(DG) b.(BD) c. (AG) d. (FG)

3. Quels vecteurs forment une base de I'espace ?
a.(4B,CG) b.(AB,AC,AD) c¢.(DA,DC,DG) d.(CA, CG,CE)

—_—
4. Une décomposition du vecteur AG comme somme de plusieurs vecteurs deux
a deux orthogonaux est :

a.AG = AB + HG
¢.AG =AB +Bj +JG

b.AG = AB + AD + 4]
d.AG = AD + DH + HG

5. Levolume du prisme droit ABFEDCGH, est égal a:

5 8 3
a. g b. E c. E d.2
Corrigé

https://www.apmep.fr/IMG/pdf/Corrige Exercices 0 2024 FH4.pdf
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https://www.apmep.fr/IMG/pdf/Corrige_Exercices_0_2024_FH4.pdf

Ex 05* Asie Juin 2018 durée ~ 1h
On se place dans un repére orthonormé d’origine O et d’axes (Ox), (Oy) et (0z).

Dans ce repére, on donne les points A(=3; 0; 0), B(3; 0; 0), C(0;3v/3;0) et
D(0;V3;2V6).

On note H le milieu du segment [CD] et I le milieu du segment [ BC].

1. Calculer les longueurs AB et AD.

On admet pour la suite que toutes les arétes du solide ABCD ont la méme
longueur, c’est-a-dire que le tétraedre ABCD est un tétraédre régulier.

On appelle P le plan de vecteur normal OH et passant par le point I.

2. Etude de la section du tétraédre ABCD par le plan P

a. Montrer qu’une équation cartésienne de P est : 2y+/3 + zv6 — 9 = 0.

b. Démontrer que le milieu / de [BD] est le point d’intersection de la droite
(BD) etdu plan P.

c. Donner une représentation paramétrique de la droite (AD), puis
démontrer que le plan P et la droite (AD) sont sécants en un point K dont
on déterminera les coordonnées.

d. Démontrer que les droites (I]) et (JK) sont perpendiculaires.

e. Déterminer précisément la nature de la section du tétraédre ABCD par le
plan P .

3. Peut-on placer un point M sur I'aréte [ BD ] tel que le triangle OIM soit
rectangleen M ?

Corrigé
https://www.apmep.fr/IMG/pdf/Corrige S Asie 21 juin 2018 2.pdf
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Ex 06*** Centres Etrangers Juin 2018 durée ~ 1h20min
La figure ci-dessous représente un cube ABCDEFGH

H G
1
1
1 K
E |
L] 1
1
J I
? |
|
D Do - - —— -
7’ (
/7
Pav
/7
A B

Les trois points I, J, K sont définis par les conditions suivantes :
— I est le milieu du segment [ AD ]

— J est tel queA_j =%E

— K est le milieu du segment [ FG].

Partie A

1. Surlafigure donnée en annexe, construire sans justifier le point
d’intersection P du plan (IJK) et de la droite (EH).
On laissera les traits de construction sur la figure.

2. Endéduire, en justifiant, I'intersection du plan (IJK) et du plan (EFG).

Partie B
On se place désormais dans le repére orthonormé (4; AB,AD, E).
1. a. Donner sans justification les coordonnées des points |, J et K.
b. Déterminer les réels a et b tels que le vecteur 7(4; a; b) soit orthogonal
aux vecteurs I_j etIK.
c. En déduire qu’une équation cartésienne du plan (IJK) est:
4x—-6y—4z +3 =0

2. a. Donner une représentation paramétrique de la droite (CG).
b. Calculer les coordonnées du point N, intersection du plan (IJK) et de la
droite (CG).
c. Placer le point N sur la figure et construire en couleur la section du cube
par le plan (IJK).

Partie C
On note R le projeté orthogonal du point F sur le plan (IJK). Le point R est donc
I'unique point du plan (IJK) tel que la droite (FR) est orthogonale au plan (IJK).
On définit I'intérieur du cube comme I'ensemble des points M(x ; y; z) tels que :
0<x<1
0<y<1
0<z<1
Le point R est-il a lI'intérieur du cube ?
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